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A Description of Hiickel Parameters by Use of Characterizing Indices

In many cases simple graph theoretical eigenvalue methods suffice to explain properties of
molecules. Introducing valuations or weights of graphs (e.g. Hiickel-Coulomb- and Hiickel-
resonance integrals) one may ask how they are related to effective nuclear charges and bond
distances.

We are interested in whether such relations are bijective (injective and surjective) mappings.
Injectivity and/or sujectivity can be characterized by indices, for instance ‘‘solution numbers”
of non linear equations.

Using as physically motivated starting points (I) a simple effective model Hamiltonian and
(II) a semiempirical formula for § (resonance integral) and a general expression for « (Coulomb
integral) we can show that the mappings resulting from (I) and (II) agree with respect to their
indices. Therefore we conclude that omitted terms in (I) are immaterial with respect to the
mapping properties.

1. Einleitung

In manchen Fillen geniigen bereits einfache semi-
empirische Rechnungen zur erfolgreichen Deutung
von Molekiilklassen. So z.B. solche Verfahren, die
man im weitesten Sinn als graphentheoretische
Eigenwertprobleme (von o- und n-Systemen) auf-
fassen kann [1—4]. Dabei miissen Bewertungen
eingefiihrt werden, die zur energetischen Skalierung
[56] und zur Beschreibung des Einflusses von Hetero-
atomen [6] dienen.

Hier interessieren die Bewertungen, und zwar
solche, die sich mit den ,klassischen Hiickel-
Parametern‘, dem Coulomb-Integral und dem
Resonanzintegral, Derartige
Bewertungen sollen weiterhin mit , ,Hiickel-Para-
meter‘‘ bezeichnet werden.

vergleichen lassen.

2. Theoretische Minimalforderungen
an die Hiickel-Parameter

Damit die Bewertungen nicht nur als rein formale
GroBen eingefithrt werden miissen, sollten sie letzt-
lich iiber Definitionsgleichungen wie

o = J‘(Dz HeHQidT 5

ﬁij — f@i Aett @j dr,
mit effektiven Kernladungszahlen ,.z;*° und Bin-
dungsabstinden ,, R;;‘ verkniipft werden koénnen.
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Wir beschreiben diese Verkniipfung als eine Ab-
bildung ,,F*‘ zwischen den z; bzw. R;; einerseits und
den a; bzw. fB;; andererseits

F: (21, Ri2,22,...) +— (a1, f12,a2,...),

P (1)
F: {2i>0, Rij>0}—>{a5<0, ﬂ”<0}

w WM

Auf die Voraussetzungen, unter denen eine solche
Abbildung formuliert werden darf, wird kurz in
einer Arbeit [7] eingegangen.

Beschrinkt man sich auf ein zweiatomiges
System, das durch folgenden bewerteten Graphen
reprisentiert wird:

Pz e
t T 1
0—0
oy

21 Rz 22

dann sind die Eigenschaften des zunachst noch ganz
allgemein gehaltenen Gleichungssystems

o1 = f1(z1, Ri2,22),
P12 = fa(z1, R12, 22),
o2 = f3(z1, R12,22),

F = (f1,]2,13) 2)

von Interesse:

Sieht man von numerischen Eigenschaften ab, so
verlangt das Konzept der Bewertungen, daf zu vor-
gegebenem y eine Losung p € N existieren sollte.
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Ist F dabei physikalisch sinnvoll gewihlt, so reicht
die Existenz von Losungen p € N aus, um die Be-
wertungen letztlich als ,,quantenchemische’* Gréfen
(namlich darstellbar in Termen von z; und R;;) auf-
zufassen (Surjektivitit von F).

Fir die Praxis des Bewertungskonzepts nicht
von offensichtlicher Relevanz (vgl. jedoch [8]) ist
die zusétzliche Forderung, dall es zu numerisch vor-
gegebenem Tripel y genau ein p e N geben soll
(,,Injektivitat* von F).

Einerseits soll diese Forderung sicherstellen, daf}
die Parametersysteme z;, Ris, z2 und a1, fi2. o2
zueinander édquivalent sind und der Wechsel der
Beschreibung in Termen das einen oder anderen
Parametersystems ohne Verlust an Information
moglich ist. (Diesen Sachverhalt haben wir in
anderen Arbeiten als ,,Wohldefiniertheit™ der
Hiickel-Parameter bezeichnet.)

Andererseits hingen Surjektivitit und Injek-
tivitit miteinander zusammen: Es laB3t sich ndmlich
zeigen, daf} in den bisher von uns eingefiihrten Ab-
bildungen F (siehe weiter unten) die Eigenschaften
der Abbildungen, die Anlafl zur Nichtinjektivitéit
geben, auch die Nichtsurjektivitdt bedingen.

3. Die Kennzahl L(F, N, y)

Die im vorangegangenen Abschnitt aufgestellten
zwei Forderungen kann man kompakt mit der
Kennzahl L(F, N, y) beschreiben. Sie besagt: Zu
vorgegebenem y (€ M) (vgl. (1)) gibt es bei analy-
tisch bekannter Abbildung F L Losungen

P1,P2,p3,....,pLeN

(siehe (1)) (jeweils paarweise verschieden). Es

leuchtet wohl unmittelbar ein, dal3 die Zahl der

Losungen L von der Abbildung F, von der Wahl

von y und schlieBlich vom Umfang N abhéangt.
Das Bewertungskonzept verlangt also:

L(F,N,y) =1 firalleyeM. (3)

Die Forderung nach Aquivalenz der beiden Para-
metersysteme verschiarft aullerdem (3) zu:

L(F,N,y)=1 firalleyeM. 4)

In der mathematischen Literatur gibt es fiir die
Charakterisierung nichtlinearer Gleichungssysteme
(dazu gehort auch (2)) eine Reihe von mehr oder
weniger dhnlichen Kennzahlen (z.B. Abbildungs-
grad [9], modulo-2-Schnittzahlen oder Schnittzahlen
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auf orientierten Mannigfaltigkeiten [10] usw.), die
bemerkenswert invariant gegeniiber kleinen Modi-
fizierungen an F sind.

Ohne eine Theorie etwa einer Invarianz von
L(F,N,y) gegeniiber ,Storungen an F ent-
wickeln zu wollen, soll hier auf eine auffallende
Gleichheit zwischen L(F @, N, y) und L(F®, N, y)
(in einem noch zu prizisierenden Sinn, siehe unten)
hingewiesen werden. Dabei entstammen F@) und
F @ verschiedenen Ansitzen:

FQ:

Den Definitionsgleichungen fiir die Hiickel-
Parameter zufolge mufl sich der effektive Hamilton-
Operator als ein Einteilchen-Operator schreiben
lassen. Diesen denken wir uns zerlegt in einen
Operator der Abschirmfeldnidherung , A0 [7]:

Ho.__iA_Q_Zz,,

2 r1 T2

a.E.

und einen Restoperator , AR,

Die Atomorbitale in den Hiickel-Definitions-
gleichungen sind nicht analytisch spezifiziert. Um
dennoch zu einer auswertbaren Integralbeziehung
zu gelangen, wird das Atomorbital in der Hiickel-
Definitionsgleichung in eine Summe von Slater-
Atomorbital ,,@;° und einen Restterm , @R
zerlegt. Also:

Heff:H0+HR’ Dy = PO L PR, (5)
Im Sinne unserer allgemeineren Auffassung von
Hiickel-Parametern konnen die Slater-Orbitale
z.B. (normierte) 2p,- oder 2p,s-Orbitale sein.
Mit (5) ergibt sich:
oy = f@l Hett @, dr
= chlO HO®,0d7 + , Restterme*,

Pra = [ @1 At Py dr (6)
== f(blo Ho @0 dr + , Restterme**,
oy = f@g Hett D, dr
= f@g“ 00 ®,0dr -+ , Restterme* .
Berechnet man nur den ersten Summanden in den
drei Gleichungen, so erhidlt man Funktionen der

effektiven Kernladungszahlen und des Bindungs-
abstands, die zu F() zusammengefal3t werden:

0 = [$1PAVD0d7 = f,(D (21, R, 20),
ﬂ12 = f¢10 Ao D0 dr

= foD (21, R, z2), FO = (fD,f@) @),
oy = f@zo ao D0dr = fa®) (21, R, 22) .
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Man darf annehmen, daB F (1) bereits eine qualitativ
richtige Beschreibung der Hiickel-Parameter be-
inhaltet. Denn anderenfalls miiten die zu ,,FR*
zusammengefallten Restterme in (6) eine Gestalt
der Form

F® — _FO L p*

aufweisen. Darin miilite dann F* von qualitativ
ganz anderer Gestalt als () sein. Dies ist in Hin-
blick auf das allgemein akzeptierte Abschirmfeld
als nullter Naherung sicherlich auszuschliefen.

In [7] wurde gezeigt:

2pz als Orbitalpaar:

a) Es gibt y: L(FM, N, y) =0,

b) es gibt eine offene Teilmenge von M mit:
L(FD,N,y) = 1;

2pe als Orbitalpaar:
a) Es gibt y: L(FM, N,y) =0,
b) es gibt eine offene Teilmenge von M mit:

L(FM,N,y)=2.

D.h. fiir beide Orbitaltypen ist die erste Forde-
rung nur mit Einschrankung erfiillt, da eben nicht
jedes y sich als Bildpunkt von F (hier: F ) auf-
fassen lat. (F (1 ist in bezug auf M nicht surjektiv).
Fiir 2p5 ist

FW: N — FO)(N)

eineindeutig, d.h. die beiden Parametersysteme
sind dquivalent.

Fiir 2pg ist
FO: N—FO(N)

nicht eineindeutig, so dafl die Ecken- und Kanten-
bewertungen nicht als wohldefinierte Parameter
aufzufassen sind. (F) fir 2ps-Orbitalpaare ist
nichtinjektiv.)
F@:

Anstelle von (5) und (6) kann man auch einen
mehr empirischen Standpunkt einnehmen. Und

zwar kann man fir das Resonanzintegral f12 eine
Darstellung der folgenden Form wiéhlen [11, 12]

P12 = k(z1,22) - S(21, Ri2, 22) . (7)
Darin ist S das Uberlappungsintegral und k eine

noch von z; und z; abhéngige GréBe. Fiir die Ecken-
bewertungen (Coulomb-Integrale) kann man eine
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Darstellung der Form
o; = fi(2;) mit f; streng monoton (8)
heranziehen.

Die vom Orbitaltyp abhingigen Eigenschaften
werden in (7) durch Spezifikation der verschiedenen
Ableitungen in relevanten Punkten des Parameter-
raums N festgelegt. Dies ist ausfiihrlich und etwas
verallgemeinerter in [12] behandelt. Im Gegensatz
zur Vorgehensweise in [12] soll hier nicht eine in
N lokale Betrachtung angestellt werden, sondern
wir nehmen an, daf} (7) und (8) in ganz N eine sinn-
volle Beschreibung darstellen.

FaB3t man (7) und (8) zusammen, so erhilt man
eine in Vergleich zu F () allgemeiner gehaltene Ab-
bildung F® (in [12] in allgemeiner Form mit ,,¢pE*
bezeichnet), die aber dennoch eine Reihe von Aus-
sagen zulaBt, welche die beiden Minimalforderungen
betreffen. Diese in [12] mit Hilfe einer von Kowalsky
[13] vorgeschlagenen Entwicklung und unter Ein-
satz der Morse-Theorie [14, 15] gewonnenen Ergeb-
nisse sollen auf den ganzen Parameterraum N be-
zogen und hier mit Hilfe der L(F @, N, y)-Zahl zu-
sammengefaf3t werden.

2px als Orbitalpaar:
Es gibt eine offene Teilmenge von M mit

L(FA,N,y)=1. (9a)
2ps als Orbitalpaar:
Es gibt eine offene Teilmenge von M mit
L(F®,N,y)=2. (9b)

(Sowohl in F () als auch in F'(? garantiert die Offen-
heit der jeweiligen Teilmengen von M, in bezug auf
R3, daB sich die Hiickel-Parameter als voneinander
unabhéingige Groflen auffassen lassen.)

Man kann iiber [12] hinaus zeigen, dal nach Vor-
gabe numerischer Werte fiir die beiden Coulomb-
Integrale (7) eine beschrinkte Funktion darstellt,
so dal3 F® nicht surjektiv in bezug auf M ist. Somit
folgt:

2pa: L(FO,N,y)=L(F® N,y)=1,
2pg: L(FD,N,y)=L(F@),N,y)=2.

Dies gilt fiir y-Tripel, die aus offenen Teil-
mengen von M gewihlt werden diirfen, wobei
diese Teilmengen fir F(1) bzw. F® ver-
schieden ausfallen kénnen.

Etwas einfacher kann man die fiir das Konzept
der Bewertung relevante Gleichheit von ,,Ab-
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bildungskennzahlen® formulieren, wenn man statt
L(F, N.y) die neue Kennzahl L*(F, N) einfiihrt.
Sie ist wie folgt definiert:

L*(F,N):=max{L(F,N,y)}. (10)
v

Da es offene Teilmengen von M gibt, in denen sich

die y-Tripel als Bildpunkte auffassen lassen, ist die

Definition (10) sinnvoll und iiberdies vermeidet sie,

daB bei verschiedenen F (9 triviale Anderungen, die

sich aus

FO - F® L const

ergeben, beriicksichtigt werden miissen.

Mit Hilfe von (10) kann die Ubereinstimmung der
Kennzahlen fir FO und F® formuliert werden,
ohne dal} auf die jeweiligen Bildmengen besonders
Riicksicht genommen werden mul}:

2pa: L¥(FO,N)=L*(FO N)=1,

2pg: L¥(FO,N)=L*F® N)=2. (11)
In bezug auf die Wohldefiniertheit der Hiickel-
Parameter findet man also eine bemerkenswerte

Ubereinstimmung in den entsprechenden Kenn-
zahlen.

ll

4. Zusammenfassung und Diskussion

In vorliegender Arbeit haben wir die bereits in [7]
und [16] eingefithrten Kennzahlen L bzw. L* wieder
aufgegriffen. Wir haben hier gezeigt. dal} unter be-
stimmten Voraussetzungen das fiir die beiden
Minimalforderungen entscheidende Abbildungsver-
halten bei verschiedenen Ausgangspunkten (£ (1)
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bzw. F®) zu iibereinstimmenden Kennzahlen L
bzw. L* fiihrt.

Im Vergleich zu F (), das wegen des Fehlens von
FR anfechtbar ist, erscheint uns F® als eine
realistische Beschreibung der Hiickel-Parameter.
Hierfiir spricht:

1. die Formulierung (7) wird im allgemeinen als
eine qualitativ richtige Darstellung des Hiickel-

Resonanzintegrals akzeptiert,

2. die Beziehung (8) wiederum ist ausreichend allge-
mein gehalten,

3. in [12] wird gezeigt, dall hinreichend kleine
Storungen das Abbildungsverhalten von F (2
nicht beeinflussen (Stabilitit der Morse-Funk-
tionen, Stabilitiat der global injektiven Immer-
sionen (Mather, vgl. [15])).

Anhand von (11) kommen wir daher zu folgendem
Schluf3:

Wenn F® eine qualitativ richtige Darstellung
der Hiickel-Parameter ist, dann folgt aus (11). daf3
die vernachlassigten Terme FR (die z.B. die Elek-
tronenwechselwirkung explizit enthalten koénnen,
sowie Ausdriicke, die von @;® abhingen, usw.) fir
die Minimalforderungen, die fiir das Bewertungs-
konzept eine wichtige Rolle spielen. unwesentlich
sind. Das heiBt selbstverstiandlich nicht, daf} diese
Terme (zusammengefalt in FR) auch numerisch
vernachliassigbar sein mii3ten.
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