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A Description of Hüchel Parameters by Use of Characterizing Indices 

I n m a n y cases s imple graph theoretical e igenvalue m e t h o d s suffice to e x p l a i n properties o f 
molecules . Introducing valuations or weights of graphs ( e . g . H ü c k e l - C o u l o m b - a n d H ü c k e l -
resonance integrals) one m a y ask h o w t h e y are related to ef fect ive nuclear charges a n d b o n d 
dis tances . 

W e are interested in whether such relations are b i ject ive ( injective a n d surject ive) m a p p i n g s . 
I n j e c t i v i t y a n d / o r suject iv i ty can be characterized b y indices, for instance " s o l u t i o n n u m b e r s " 
o f n o n linear equations . 

U s i n g as physical ly m o t i v a t e d starting points (I) a s i m p l e ef fective m o d e l H a m i l t o n i a n a n d 
( I I ) a semiempirical f o r m u l a for ß (resonance integral) a n d a general expression for ex. ( C o u l o m b 
integral) we can show t h a t the m a p p i n g s resulting f r o m (I ) a n d ( I I ) agree w i t h respect t o their 
indices. Therefore we conclude that o m i t t e d terms in (I) are immater ia l w i t h respect t o t h e 
m a p p i n g properties. 

1. Einleitung 

In manchen Fällen genügen bereits einfache semi-
empirisclie Rechnungen zur erfolgreichen Deutung 
von Molekülklassen. So z.B. solche Verfahren, die 
man im weitesten Sinn als graphentheoretische 
Eigen wert probleme (von er- und n-Systemen) auf-
fassen kann [1—4], Dabei müssen Bewertungen 
eingeführt werden, die zur energetischen Skalierung 
[5] und zur Beschreibung des Einflusses von Hetero-
atomen [6] dienen. 

Hier interessieren die Bewertungen, und zwar 
solche, die sich mit den „klassischen Hückel-
Parametern", dem Coulomb-Integral und dem 
Resonanzintegral, vergleichen lassen. Derartige 
Bewertungen sollen weiterhin mit ,.Hückel-Para-
meter" bezeichnet werden. 

2. Theoretische Minimalforderungen 
an die Hückel-Parameter 

Damit die Bewertungen nicht nur als rein formale 
Größen eingeführt werden müssen, sollten sie letzt-
lich über Definitionsgleichungen wie 

ocf = J ßeti &i d r , 
ßi}= )0ißeü0.dtj i ^ j , 

mit effektiven Kernladungszahlen und Bin-
dungsabständen verknüpft werden können. 

R e p r i n t requests to Prof . D r . J . Voit länder , I n s t i t u t für 
P h y s i k a l i s c h e C h e m i e der Univers i tät , Sophienstr . l f , 
D - 8 0 0 0 M ü n c h e n 2 , W e s t - G e r m a n v . 

Wir beschreiben diese Verknüpfung als eine Ab-
bildung , ,F" zwischen den z$ bzw. einerseits und 
den on bzw. ßy andererseits 

F: (zi, Pi2,Z2, ...) H» (ai,/?i2,a2, •••), 
V V ' S V ' 

„ P " „2/" ( 1 ) 

F : {zi > 0, Rij > 0} -> {ai < 0, ßi} < 0} . 
„N" „M" 

Auf die Voraussetzungen, unter denen eine solche 
Abbildung formuliert werden darf, wird kurz in 
einer Arbeit [7] eingegangen. 

Beschränkt man sich auf ein zweiatomiges 
System, das durch folgenden bewerteten Graphen 
repräsentiert wird: 

ai ßl2 0C2 
t t t 

0 0 
I I I 
Zi i?i2 Z2 

dann sind die Eigenschaften des zunächst noch ganz 
allgemein gehaltenen Gleichungssystems 

ai = /i(zi, i?i2, z2), 
ßl2 = h (21 , ^12 ,22), F= (h , H , U) (2) 
a2 = fz{zi, R\2, z2), 

von Interesse: 
Sieht man von numerischen Eigenschaften ab, so 

verlangt das Konzept der Bewertungen, daß zu vor-
gegebenem y eine Lösung p e N existieren sollte. 
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Ist F dabei physikalisch sinnvoll gewählt, so reicht 
die Existenz von Lösungen p e A aus, um die Be-
wertungen letztlich als „quantenchemische" Größen 
(nämlich darstellbar in Termen von zt und auf-
zufassen (Surjektivität von F). 

Für die Praxis des BewTertungskonzepts nicht 
von offensichtlicher Relevanz (vgl. jedoch [8]) ist 
die zusätzliche Forderung, daß es zu numerisch vor-
gegebenem Tripel y genau ein p e N geben soll 
(„Injektivität" von F). 

Einerseits soll diese Forderung sicherstellen, daß 
die Parametersysteme z\, R\2, 22 und a i , ß\2, 012 
zueinander äquivalent sind und der Wechsel der 
Beschreibung in Termen das einen oder anderen 
Parametersystems ohne Verlust an Information 
möglich ist. (Diesen Sachverhalt haben wir in 
anderen Arbeiten als „Wohldefiniertheit" der 
Hückel-Parameter bezeichnet.) 

Andererseits hängen Surjektivität und Injek-
tivität miteinander zusammen: Es läßt sich nämlich 
zeigen, daß in den bisher von uns eingeführten Ab-
bildungen F (siehe weiter unten) die Eigenschaften 
der Abbildungen, die Anlaß zur Nichtinjektivität 
geben, auch die Nichtsurjektivität bedingen. 

3. Die Kennzahl L(F, A, y) 

Die im vorangegangenen Abschnitt aufgestellten 
zwei Forderungen kann man kompakt mit der 
Kennzahl L(F,N,y) beschreiben. Sie besagt: Zu 
vorgegebenem y (e M) (vgl. (1)) gibt es bei analy-
tisch bekannter Abbildung F L Lösungen 

(siehe (1)) (jeweils paarweise verschieden). Es 
leuchtet wohl unmittelbar ein, daß die Zahl der 
Lösungen L von der Abbildung F, von der Wahl 
von y und schließlich vom Umfang A abhängt. 

Das Bewertungskonzept verlangt also: 

L (F, N, y) ^ 1 für alle y e M . (3) 

Die Forderung nach Äquivalenz der beiden Para-
metersysteme verschärft außerdem (3) zu: 

L (F, N, y) = 1 für alle y e M . (4) 

In der mathematischen Literatur gibt es für die 
Charakterisierung nichtlinearer Gleichungssysteme 
(dazu gehört auch (2)) eine Reihe von mehr oder 
weniger ähnlichen Kennzahlen (z.B. Abbildungs-
grad [9], modulo-2-Schnittzahlen oder Schnittzahlen 

auf orientierten Mannigfaltigkeiten [10] usw.), die 
bemerkenswert invariant gegenüber kleinen Modi-
fizierungen an F sind. 

Ohne eine Theorie etwa einer Invarianz von 
L(F,N,y) gegenüber „Störungen" an F ent-
wickeln zu wollen, soll hier auf eine auffallende 
Gleichheit zwischen L(F<A, y) und L{Fl2>, A, y) 
(in einem noch zu präzisierenden Sinn, siehe unten) 
hingewiesen werden. Dabei entstammen FW und 
F&> verschiedenen Ansätzen: 
FW: 

Den Definitionsgleichungen für die Hückel-
Parameter zufolge muß sich der effektive Hamilton-
Operator als ein Einteilchen-Operator schreiben 
lassen. Diesen denken wir uns zerlegt in einen 
Operator der Abschirmfeldnäherung „ß°" [7]: 

und einen Restoperator 
Die Atomorbitale in den Hückel-Definitions-

gleichungen sind nicht analytisch spezifiziert. Um 
dennoch zu einer auswertbaren Integralbeziehung 
zu gelangen, wird das Atomorbital in der Hückel-
Definitionsgleichung in eine Summe von Slater-
Atomorbital und einen Restterm „ 0 j R " 
zerlegt. Also: 

ßett = #0 #R 0. = 0.0 + 0.R . (5) 

Im Sinne unserer allgemeineren Auffassung von 
Hückel-Parametern können die Slater-Orbitale 
z.B. (normierte) 2p,T oder 2pff-Orbitale sein. 

Mit (5) ergibt sich: 

Oti = $0lße"0l&T 
= j 0 i ° ß° 0 i ° dr + „Restterme", 

ß12= j0iße"02&T (6) 

= ] 0 1 ° ß ° 0 2 ° d T + „Restterme", 

a 2 = J 02 ßeit 0-2 d r 
= j02° ß° 020 d t + „Restterme" . 

Berechnet man nur den ersten Summanden in den 
drei Gleichungen, so erhält man Funktionen der 
effektiven Kernladungszahlen und des Bindungs-
abstands, die zu FW zusammengefaßt werden: 

ai = $0i°ß°0l°dT = f1l»{Zi ,R,z2), 

ßl2 = J 0 i ° ß° 02° dr 
= /2(1) (21, R. 22), FW = (/<!), /(2), /(3)) . 

a2 = J 020 ß° 020 d r = (21, R, z2). 
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Man darf annehmen, daß FW bereits eine qualitativ 
richtige Beschreibung der Hückel-Parameter be-
inhaltet. Denn anderenfalls müßten die zu ,,FR:i 

zusammengefaßten Restterme in (6) eine Gestalt 
der Form 

iT'(R) = _ F(l) _ F* 

aufweisen. Darin müßte dann F* von qualitativ 
ganz anderer Gestalt als FW sein. Dies ist in Hin-
blick auf das allgemein akzeptierte Abschirmfeld 
als nullter Näherung sicherlich auszuschließen. 

In [7] wurde gezeigt: 

2pw-j als Orbitalpaar: 
a) Es gibt y. L{FW,N,y) = 0, 
b) es gibt eine offene Teilmenge von M mit: 

L{FW,N,y) = 1; 

2P0 als Orbitalpaar: 
a) Es gibt y. L(FW} N, y) = 0, 
b) es gibt eine offene Teilmenge von M mit: 

L(FW,N,y) = 2. 

D.h. für beide Orbitaltypen ist die erste Forde-
rung nur mit Einschränkung erfüllt, da eben nicht 
jedes y sich als Bildpunkt von F (hier: FW) auf-
fassen läßt. (FW ist in bezug auf M nicht surjektiv). 
Für 2 p* ist 

FW: N-+FW(N) 

eineindeutig, d.h. die beiden Parametersysteme 
sind äquivalent. 

Für 2 pff ist 
jPU): FW (N) 

nicht eineindeutig, so daß die Ecken- und Kanten-
bewertungen nicht als wohldefinierte Parameter 
aufzufassen sind. (FW für 2p<j-Orbitalpaare ist 
nichtin jektiv.) 

Fl2>: 
Anstelle von (5) und (6) kann man auch einen 

mehr empirischen Standpunkt einnehmen. Und 
zwar kann man für das Resonanzintegral ßi2 eine 
Darstellung der folgenden Form wählen [11, 12] 

ßi2 = k(z1,z2)-S(zi,R12,z2). (7) 

Darin ist S das Überlappungsintegral und k eine 
noch von z\ und z2 abhängige Größe. Für die Ecken-
bewertungen (Coulomb-Integrale) kann man eine 

Darstellung der Form 

aj = fi(Zi) mit fi streng monoton (8) 

heranziehen. 
Die vom Orbitaltyp abhängigen Eigenschaften 

werden in (7) durch Spezifikation der verschiedenen 
Ableitungen in relevanten Punkten des Parameter-
raums N festgelegt. Dies ist ausführlich und etwas 
verallgemeinerter in [12] behandelt. Im Gegensatz 
zur Vorgehens weise in [12] soll hier nicht eine in 
N lokale Betrachtung angestellt werden, sondern 
wir nehmen an, daß (7) und (8) in ganz N eine sinn-
volle Beschreibung darstellen. 

Faßt man (7) und (8) zusammen, so erhält man 
eine in Vergleich zu FW allgemeiner gehaltene Ab-
bildung F(2) (in [12] in allgemeiner Form mit 
bezeichnet), die aber dennoch eine Reihe von Aus-
sagen zuläßt, welche die beiden Minimalforderungen 
betreffen. Diese in [12] mit Hilfe einer von Kowalsky 
[13] vorgeschlagenen Entwicklung und unter Ein-
satz der Morse-Theorie [14, 15] gewonnenen Ergeb-
nisse sollen auf den ganzen Parameterraum N be-
zogen und hier mit Hilfe der L(FWj N, y)-Zahl zu-
sammengefaßt werden. 

2P.T als Orbitalpaar: 
Es gibt eine offene Teilmenge von M mit 

L{FW, N,y) = 1 . (9a) 

2p a als Orbitalpaar: 
Es gibt eine offene Teilmenge von M mit 

L(FW,N,y) = 2. (9 b) 

(Sowohl in FW als auch in FW garantiert die Offen-
heit der jeweiligen Teilmengen von M, in bezug auf 
IR3, daß sich die Hückel-Parameter als voneinander 
unabhängige Größen auffassen lassen.) 

Man kann über [12] hinaus zeigen, daß nach Vor-
gabe numerischer Werte für die beiden Coulomb-
Integrale (7) eine beschränkte Funktion darstellt, 
so daß FW nicht surjektiv in bezug auf M ist. Somit 
folgt: 

2 P j i : L(FW: N, y) = L{F<®, N,y) = 1 , 
2Va: L(FW,N,y) = L(FV):N,y) = 2. 
Dies gilt für ^/-Tripel, die aus offenen Teil-
mengen von M gewählt werden dürfen, wobei 
diese Teilmengen für FW bzw. FW ver-
schieden ausfallen können. 

Etwas einfacher kann man die für das Konzept 
der Bewertung relevante Gleichheit von ,,Ab-
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bildungskennzahlen"' formulieren, wenn man statt 
L(F.N.y) die neue Kennzahl L*(F. N) einführt. 
Sie ist wie folgt definiert: 

L*(F, N) := max {L (F, A, y)} . (10) 
y 

Da es offene Teilmengen von M gibt, in denen sich 
die ^/-Tripel als Bildpunkte auffassen lassen, ist die 
Definition (10) sinnvoll und überdies vermeidet sie, 
daß bei verschiedenen FW triviale Änderungen, die 
sich aus 

FW - + F W + const 

ergeben, berücksichtigt werden müssen. 
Mit Hilfe von (10) kann die Übereinstimmung der 

Kennzahlen für FW und FW formuliert werden, 
ohne daß auf die jeweiligen Bildmengen besonders 
Rücksicht genommen werden muß: 

2p.T: L*(FW, N) = L*(FW,N) = 1 , 

2pa: L*(FW,N) = L*(FW,N) = 2. (11) 

In bezug auf die Wohldefiniertheit der Hückel-
Parameter findet man also eine bemerkenswerte 
Übereinstimmung in den entsprechenden Kenn-
zahlen. 

4. Zusammenfassung und Diskussion 

In vorliegender Arbeit haben wir die bereits in [7] 
und [16] eingeführten Kennzahlen L bzw. L* wieder 
aufgegriffen. Wir haben hier gezeigt, daß unter be-
stimmten Voraussetzungen das für die beiden 
Minimalforderungen entscheidende Abbildungsver-
halten bei verschiedenen Ausgangspunkten (FW 
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bzw. FW) zu übereinstimmenden Kennzahlen L 
bzw. L* führt . 

Im Vergleich zu FW, das wegen des Fehlens von 
F R anfechtbar ist, erscheint uns FW als eine 
realistische Beschreibung der Hückel-Parameter. 
Hierfür spricht: 

1. die Formulierung (7) wird im allgemeinen als 
eine qualitativ richtige Darstellung des Hückel-
Resonanzintegrals akzeptiert, 

2. die Beziehung (8) wiederum ist ausreichend allge-
mein gehalten, 

3. in [12] wird gezeigt, daß hinreichend kleine 
Störungen das Abbildungsverhalten von FW 
nicht beeinflussen (Stabilität der Morse-Funk-
tionen. Stabilität der global injektiven Immer-
sionen (Mather, vgl. [15])). 

Anhand von (11) kommen wir daher zu folgendem 
Schluß: 

Wenn FW eine qualitativ richtige Darstellung 
der Hückel-Parameter ist, dann folgt aus (11). daß 
die vernachlässigten Terme F R (die z.B. die Elek-
tronenwechselwirkung explizit enthalten können, 
sowie Ausdrücke, die von 0 ;

R abhängen, usw.) für 
die Minimalforderungen, die für das Bewertungs-
konzept eine wichtige Rolle spielen, unwesentlich 
sind. Das heißt selbstverständlich nicht, daß diese 
Terme (zusammengefaßt in F R ) auch numerisch 
vernachlässigbar sein müßten. 

Der eine von uns (R. B.) dankt für die von 
der Deutschen Forschungsgemeinschaft gewährte 
Unterstützung. 

[ 1 0 ] V . Gui l lemin u. A . Pol lack , Differential T o p o l o g y , 
P r e n t i c e - H a l l Inc. . E n g l e w o o d Cliffs, N e w Jersey 1 9 7 4 . 

[ 1 1 ] A . G . T u r n e r , M e t h o d s in Molecular Orbital T h e o r y , 
Prent ice -Hal l Inc . , E n g l e w o o d Cliffs, N e w Jersey. 

[ 1 2 ] R . B r ü g g e m a n n u. J . Voit länder , M a t c h 5, 73 (1979) . 
[ 1 3 ] H . J . K o w a l s k y , Vektoranalys is I , Gruyter , Berlin 

1974 . 
[ 1 4 ] T . P o s t o n u. I . Stewart , Tay lor E x p a n s i o n s a n d 

Catastrophes , P i t m a n , L o n d o n 1976 . 
[ 1 5 ] V . C. L u , Singularity T h e o r y a n d an Introduct ion to 

C a t a s t r o p h e T h e o r y , Springer-Verlag . Berlin 1 9 7 6 . 
[ 1 6 ] R . B r i i g g e m a n n u. J . Voit länder , Z . X a t u r f o r s c h . 3 2 a . 

1 3 2 3 ( 1 9 7 7 ) . 


